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LA PROPRIETE DE DUNFORD-PETTIS 
D A N S  ~ ( K ,  E )  E T  LI(E) 

BY 

M I C H E L  T A L A G R A N D  

ABSTRACT 

We construct a Banach space E such that E'  has the Schur property (hence E' 
has the Dunford-Pettis property) but such that ~([0, 1], E) and L '([0, 1], E') fail 
the Dunford-Pettis property. 

On  dit qu 'un  espace  de Banach  E poss~de la propri6t6 de Dunfo rd -Pe t t i s  

(DP)  si pour  toute  suite (x . )  de E qui converge  fa ib lement  vers z6ro et toute  

suite (y . )  de E '  qui converge  fa ib lement  vers z6ro, on a l im.y , (x . ) - - -0 .  I1 est 

connu  que pour  tout  espace  compac t  K, ~ ( K )  poss~de DP,  et que pour  toute  

probabi l i t6  /z, L ' ( / z )  poss~de D P  [1]. C 'es t  donc  une quest ion naturel le  de 

savoir  si C~(K, E )  et  L ' ( ~ ,  E )  poss~dent  DP  lorsque E poss~de DP.  Le but de ce 

travail  est  de mon t r e r  qu' i l  n ' en  est rien. 

L ' e space  que nous allons construi re  s ' inspire  de l ' espace  de Hag le r  (2], mais 

son analyse est beaucoup  plus simple.  On  pose T = U .  {0,1}". Pour  ~ E T, on 

pose  Iq~ I = n si q~ E {0, 1}". Pour  q~ = (q~L,"" ", q~.)E T, ~b = ( t p , , . . . ,  ~b,,)E T, on  

pose r ~ ~b si n _<- m e t  q~, = ~b, pour  1 =<i-< n. Pour  q~ E T, on pose  T(qQ = 

{6 E T ;  6 >= q~}. Soit x E R  r, x = (X(q~)),~T- O n  pose  

(.& 
L ' e n s e m b l e  des  x E R r avec Ux II < + oo est  un espace  de Banach  pour  la no rme  

II. II, qui cont ient  le sous espace  R ~T) de R r consis tant  des 616ments h suppor t  fini. 

O n  d6signe par  E l ' adh6rence  de R r dans  R r. 

THI~ORI~ME 1. Soit (xm) une suite de E teUe que 0 < 6 <= In f l lx ,  II--< 
Sup 11 x. II -~ a et que pour tout ~ E T on ait xm (~ ) ~ O. Alors la suite (x. ) contient 

une sous-suite ~quioalente ~ la base canonique de Co = co(N). 
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PREUVE. Tout d'abord par extraction de sous-suite et par un argument 

standard d'approximation, on peut supposer qu'il existe une suite croissante 

d'entiers k (m) telle que x,, (q~) = 0 pour I q~ I < k (m - 1) ou I q~ I -> k (m). 

Pour ~o E T, posons t(q~,m)=Sup,Er(,)lxm(tp)l. On a par hypoth~se, pour 

tout n et m 

t2(~,m)<=a ~. 
1.1=. 

Par induction sur p, on va construire des entiers m., �9 �9 rap, et des parties infinies 

Np de Imp, ~[ de sorte que pour tout p, les conditions suivantes soient v6rifi6es: 

(1) rnp+,~Np, Np+~CN., 
(2) Vn =< k(me), Xl~lT, SupmE~ t2(~, m) =< 2a 2. 

Pour cela, on commence avec No = N. Si l'on a d6j& construit m , . . . ,  me ; 

Nt , - . - ,  Np satisfaisant (1) et (2), on choisi me*, quelconque dans N e. I1 existe 

alors une partie infinie Ne+~ de N e, telle que pour tout ~ E T avec I q~ I =< k (me+,), 

l 'ensemble des t2(~0, m) pour m ENe+~ ait un diam~tre<2-k("~.,)a 2, ce qui 

implique la condition (2). 

Montrons que pour toute suite (ae) nulle ~t partir d 'un certain rang, on a 

La premi6re in6galit6 est 6vidente. Fixons n. Soit l le premier entier tel que 

n =< k (m,). Pour ~b E T, I $ I --> n, il existe au plus un entier r tel que x,., ($) # 0, et 

on a r_---l. I1 en r6sulte que si q~ E T, I q~l = n, on a 

Sup I~a~=p(~b )<=Sup lap , .Sup ( t ( q ~ ,m , ) ,Su p t ( ~ ,m , )  ) . 
#E' I ' (~)  r > l  

Pour r > l, on a m, G N~, et la condition (2) implique que 

Sup tz(~o,m,)<- 2a 2. 
I~1=. r > l  

I1 vient donc 

(i,~=. ( 2 u p  I ~  a~m,(~b) )2)1/2 

ce qui termine la preuve du th6or~me 1. 

~ a V3Supla~l  

Du r6sultat pr6c6dent on d6duit de faqon standard: 

COROLLAIRE 2. E' est separable, et poss~de la propriEtd de Schur, c ' est-d-dire 
que les suites de E'  qui convergent faiblement vers zero convergent fortement vers 
zero. Ainsi E'  donc E possEde la propriEtE DP. 
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THI~ORI~ME 3. Cr 1], E) et L'(E')  ne poss~dent pas la propri~t~ DP. 

Nous allons en fait montrer que C~(K, E)  ne poss6de pas la propri6t6 DP, ol) 

K = {0, 1} '~, ce qui revient au m6me puisque ces espaces sont isomorphes. 

Ecrivons K = II7=, {0, 1}". Soit p, la projection canonique de K sur {0, 1}". Pour 

un 616ment q~ E T, soit e~ E E donn6 par e~ (q~) = 1, e~ (~) = 0 si 4s~ q~, et soit 

e ~ • E donn~ par e "(x) = x (q~). Posons f. (t) = ep.,) ; g. (t) = e ~.,) pour t E K. 

On a f, E ~(K,  E). 

D6signons par X la mesure canonique de K (mesure de Haar). 
On a g, E Ll(h, E'),  IIg, 111 --< 1. On a l'injection canonique I1 de ~(K,  E)  dans 

L I(A,E') ' donn6e pour f E ~ ( K , E )  et g ~ L '(A,E') par 

I, ff)(g) = f g(t)ff(t))dx(t). 

Soit 12 la restriction de I~ & L'(A,E'). On a 

I,([.)(g.) = I2(g.)(f.) = 1. 

Pour prouver le th~or6me il suflit donc d'6tablir que (f,) converge faiblement 

vers z6ro dans ~r et g, converge faiblement vers z6ro dans Li(A,E').  

Preuve que (f,) converge faiblement vers zdro. I1 suflit de montrer que pour 

des entiers distincts m , , . . . ,  ink, on a []Y-,~k/,,, ]] ~ k ''2. Fixons t et n. Pour q~ E T, 

I l=n, o n a  

Sup I~, f , , , ( t )(~O)]~l  
q,~T(~r i~ik 

puisque deux des hombres fm,(t)(Cs) ne sont jamais simultan6ment non nuls. 

D'autre part, pour Iqhl=lq~21, r  q~2, les ensembles T(r et T(r sont 

disjoints. Puisqu'il existe exactement k points ~b de T tels que E,~k/~, (t)(~b) ~ 0, 

on a donc 

ce qui montre que pour t e K, (t)ll =< k"2, et conclu cette partie. 

Preuve que (It,) converge faiblement vers zdro. I1 sufiit de prouver qu'il existe 

des nombres A(l,  k) avec limk~| k-~A(l, k ) =  2 -'2 et tels que pour tout entier 

l < m ~ < ' ' ' < m E  o n a i t  

II  .lq A,, k, 
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En effet, si g ~ C~(K,E)" est telle que [[gl[~ 1 et g ( / z . ) > a  > 0  pour une 

infinit6 d'entiers n, on choisi l avec 2- ' /2<a ,  puis k avec A ( l , k ) < a k ,  puis 

l < m , < ' " < m k  avec g(~t,~,)> a pour i<-_k. On a alors 

ak<g(~kl~,~,)<=l[~kl~,~l[<=a(l,k)<~ 

une contradiction. 

LEMME 4. Soit A C T avec q~ E A f f  l q~ [ >-_ l. Soit 

d = Sup card(T(r  n A ). 
k*l=/ 

Alors IIY,~,, e'll_--- 2"2a. 

PREUVE. En ettet on peut 6crire A = Ui~aA, ,  off pour q~ E T, Iq, I = l on a 

c a r d ( T ( r  A i ) =  < 1. On a puisque cardA, _-<2k; 

,e~ = S u p  ~ x (~ )  =<2 ' '~sup 

(so  
Ilxll:il I I \ ,.f, e T ( e )  / / 

ce qui prouve le lemme. 

Pour f ~  ~(g,E), I1[11--- 1, on a 

d'ofi 

d'apr~s le lemme, on a donc 

o/l 

d~ (t) = Sup card{/=< k ;p~ (t) -> ~}. 
I~l=l 

Pour ~ ~{0, 1}', soit h? donn6c par 

h ? ( t ) = l  s i~<-p, ,~( t )  et h~( t )=O sinon. 
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On a donc 

,A 
dk (t) = Sup ~ h~(t). 

I,r i=1 

Les fonctions h~' sont independantes et equidistribu6es, et f h~' = 2 -t. 
La loi faible des grands nombres implique que (1/k)Y,~=lh~---~2 -t 

probabilit6s. C'est donc aussi le cas de (1/k)d~ (t). I! en r6sulte que 

( l /k )  ( dk (t)dA (t) = 2-', lim 
J 

ce qui termine la demonstration. 

el l  
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